
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

GENERELLE KALKULUS DEFINISJONER 
 Funksjoner av flere variabler Funksjoner av én variabel 

Grenseverdi 
lim
𝑥→𝑎 

𝑓(𝑥) = 𝐿 eksisterer, gitt at 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 og 

∀𝜖 > 0    ∃𝛿 > 0    𝑠. 𝑎.    0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿   
⟹   |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜖 

Kontinuitet i punkt 

𝑓(𝑥) kontinuerlig i 𝑎, gitt at 

lim
𝑥→𝑎 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)  eksisterer  

Uniform kontinuerlighet 

𝑓(𝑥) uniformt kontinuerlig på 𝐼, gitt at 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼, og 

∀𝜖 > 0    ∃𝛿(𝜖) > 0    𝑠. 𝑎.     |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿   
⟹   |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖 

Deriverbarhet (deriverbar i punkt ⟹ kont. i punkt) 

𝑓(𝑥) deriverbar i 𝑎, gitt at 

𝑓′(𝑎) =  lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 eksisterer 

Grenseverdi 
lim

(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏) 
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 eksisterer, gitt at 

(𝑎, 𝑏) er ikke isolert, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑓 og 

∀𝜖 > 0    ∃𝛿 > 0    𝑠. 𝑎.    0 < √(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 < 𝛿  

⟹   |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿| < 𝜖 

Kontinuitet i punkt 

𝑓(𝑥, 𝑦) kontinuerlig i (𝑎, 𝑏), gitt att 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑎,𝑏) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑎, 𝑏)  eksisterer  

 

Deriverbarhet (deriverbar i punkt ⟹ kont. i punkt) 

𝑓(𝑥, 𝑦) deriverbar i (𝑎, 𝑏), gitt att 

lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) − ℎ𝑓1(𝑎, 𝑏) − 𝑘𝑓2(𝑎. 𝑏)

√ℎ2 + 𝑘2
= 0 

Uniform kontinuerlighet (ikke pensum) 

𝑓(𝑥, 𝑦) uniformt kontinuerlig på 𝐷(𝑓), gitt at 

(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷(𝑓), og 

∀𝜖 > 0    ∃𝛿(𝜖) > 0    𝑠. 𝑎.    0 < √(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 < 𝛿  

⟹   |𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2)| < 𝜖 

TEOREMER FRA «NOTAT OM UNIFORM KONTINUITET» 

Sats 2.2 
𝑓′ begrenset på 𝐼 ⟹ 𝑓 unif. kont. på 𝐼 

 

Teorem 2.9 
𝑓 unif. kont. på 𝐼 (begrenset) ⟹ 𝑓 begrenset på 𝐼  

 
Bemerkning 2.10 

𝑓 ubegrenset på 𝐼 (begrenset) ⟹ 𝑓 ikke unif. kont. på 𝐼 

 

Teorem 2.1 
𝑓 kont. på 𝐼 (lukket og begrenset) ⟹ 𝑓 unif. kont. på 𝐼  

 

Trig. identiteter 

sin2𝜃 + cos2𝜃 = 1 

sin(2𝜃) = 2 sin𝜃 cos𝜃 

cos(2𝜃) = cos2𝜃 − sin2𝜃  

sin2𝜃 =
1 − cos(2𝜃)

2
 

cos2𝜃 =
1 + cos(2𝜃)

2
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|𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏| 
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Ellipse 

ሺ𝑥 − 𝑥0ሻ2

𝑎2
+

ሺ𝑦 − 𝑦0ሻ2

𝑏2
= 1 

𝑎: store halvakse  

𝑏: lille halvakse  

ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ: sentrum 

𝑐 = ඥ𝑎2 − 𝑏2  

𝑐: fokal seperasjon  

 

 

 

Hyperbel 

ሺ𝑥 − 𝑥0ሻ2

𝑎2
−

ሺ𝑦 − 𝑦0ሻ2

𝑏2
= 1 

𝑎: transvers  halvakse  

𝑏: konjugat halvakse  

ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ: sentrum 

𝑐 = ඥ𝑎2 + 𝑏2  

𝑐: fokal seperasjon  

 

 

 

Parabel 

𝑦2 = 4𝑎𝑥 

Foks: ሺ𝑎, 0ሻ  Strln: 𝑥 = −𝑎  

𝑦2 = −4𝑎𝑥 

Foks: ሺ−𝑎, 0ሻ  Strln: 𝑥 = 𝑎 

𝑥2 = 4𝑎𝑦 

Foks: ሺ0, 𝑎ሻ  Strln: 𝑦 = −𝑎  

𝑥2 = −4𝑎𝑦 

Foks: ሺ0, −𝑎ሻ  Strln: 𝑦 = 𝑎  

PARAMETRISKE KURVER 

 

 

  

Parametrisk kurve definisjon 
Kurven 𝒞 består av ሺ𝑓, 𝑔ሻ hvor 𝑥 = 𝑓ሺ𝑡ሻ   𝑦 = 𝑔ሺ𝑡ሻ   𝑡 ∈ 𝐼 

𝒞 har rettning 𝑡+     𝑓 og 𝑔 er kont. og definert på 𝐼   

Plan kurve definisjon 
𝒫 er alle punkter ሺ𝑥, 𝑦ሻ hvor 𝑥 = 𝑓ሺ𝑡ሻ   𝑦 = 𝑔ሺ𝑡ሻ   𝑡 ∈ 𝐼 

𝒫 har ingen rettning    𝑓 og 𝑔 er kont. og definert på 𝐼   

Jevnhet/Glatthet 
Gitt 𝑥′ሺ𝑡ሻ og 𝑦′ሺ𝑡ሻ kont. 

Viss 𝑥′ሺ𝑡ሻ ≠ 0 på 𝐼, da er 𝒞 jevn/glatt og har for hver 𝑡 en tangent 

med stigningstall lik 
𝑦′ሺ𝑡ሻ

𝑥′ሺ𝑡ሻ
 

Viss 𝑦′ሺ𝑡ሻ ≠ 0 på 𝐼, da er 𝒞 jevn/glatt og har for hver 𝑡 en normal 

med stigningstall lik −
𝑥′ሺ𝑡ሻ

𝑦′ሺ𝑡ሻ
 

Lengde (fra 𝒕 = 𝒂 til 𝒕 = 𝒃) 

𝑠 = න ට൫𝑥′ሺ𝑡ሻ൯
2

+ ൫𝑦′ሺ𝑡ሻ൯
2

𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

Område (begrenset av 𝒙-aksen, 𝒞 og linjene 𝒙 = 𝒙ሺ𝒂ሻ og 𝒙 = 𝒙ሺ𝒃ሻ) 

𝐴 = ቤන 𝑦ሺ𝑡ሻ ⋅ 𝑥′ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

ቤ  

POLAR KURVER 

 

 

  

 

 

 

 

Polar-rektangulær konvertering 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃      𝑦 = 𝑟 sin 𝜃      𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2       tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 

𝑥′ሺ𝜃ሻ = 0 ⇒ Vert. tangentlinje          𝑦′ሺ𝜃ሻ = 0 ⇒  Hori. tangentlinje 

Område (begrenset av polar kurven og vinkelstrålene α og β) 

𝐴 =
1

2
න ൫𝑓ሺ𝜃ሻ൯

2
𝑑𝜃

𝛽

𝛼

       hvor 𝑓ሺ𝜃ሻ = 𝑟 

Lengde (fra vinkelstråle α til vinkelstråle β) 

𝑠 = න ට൫𝑓′ሺ𝜃ሻ൯
2

+ ൫𝑓ሺ𝜃ሻ൯
2

𝑑𝜃
𝛽

𝛼

      hvor 𝑓ሺ𝜃ሻ = 𝑟 

Tangent retning (utenom i origo) 

tan 𝜓 =
𝑓ሺ𝜃ሻ

𝑓′ሺ𝜃ሻ
 

hvor 𝑓ሺ𝜃ሻ = 𝑟 og 𝜓 er vinkelen mellom radial linjen fra origo til ett 

punkt på kurven og kurven sin tangentlinje i det punktet 

RIEMANN INTEGRAL 

 

 

 

Definisjon 
Viss 𝑓 er begrenset på ሾ𝑎, 𝑏ሿ og 𝐼∗ = 𝐼∗ da er 𝑓 integrerbar på ሾ𝑎, 𝑏ሿ   

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 = 𝐼∗ = 𝐼∗
𝑏

𝑎

 

En mer Formell definisjon 
Den begrensede funksjonen  𝑓 er integrerbar på ሾ𝑎, 𝑏ሿ gitt at 
∀𝜖 > 0    ∃𝑃 ሺpartisjonሻ av ሾ𝑎, 𝑏ሿ   𝑠. 𝑎.  𝑈ሺ𝑓, 𝑃ሻ − 𝐿ሺ𝑓, 𝑃ሻ < 𝜖 

𝑈ሺ𝑓, 𝑃ሻ = σ 𝑀𝑗Δ𝑥𝑗
𝑛ሺ𝑃ሻ
𝑗=1 ,       𝑀𝑗 = sup{𝑓ሺ𝑥ሻ ∶ 𝑥 ∈ ሾ𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗ሿ} 

𝐿ሺ𝑓, 𝑃ሻ = σ 𝑚𝑗Δ𝑥𝑗,   
𝑛ሺ𝑃ሻ
𝑗=1     𝑚𝑗 = inf {𝑓ሺ𝑥ሻ ∶ 𝑥 ∈ ሾ𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗ሿ} 

Δ𝑥𝑗 = 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1            𝑛ሺ𝑃ሻ = {antall delintervaller} 

 

Teorem IV.5 
𝑓 kont. på ሾ𝑎, 𝑏ሿ ⟹ 𝑓 integrerbar på ሾ𝑎, 𝑏ሿ  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

REKKER OG KONVERGENSTESTER 

Geometrisk rekke 

∑ 𝑎𝑟𝑛−1 = 𝑎 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + 𝑎𝑟3 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑛−1,

∞

𝑛=1

           𝑟 =
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
=

𝑎𝑟𝑛

𝑎𝑟𝑛−1
 

Potensrekke 

∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑐)𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑐) + 𝑎2(𝑥 − 𝑐)2 + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑐)𝑛

∞

𝑛=0

 

Geometrisk rekke delsum 

𝑠𝑛 = 𝑎 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑛−1 =
𝑎(1 − 𝑟𝑛)

1 − 𝑟
,       𝑟 ≠ 1 

Potensrekke konvergens radius 

𝑅 =
1

𝐿
 hvor  𝐿 = lim

𝑛→∞
|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
|       𝐿 = ∞ ⇒ 𝑅 = 0       𝐿 = 0 ⇒ 𝑅 = ∞ 

Sammenligningstesten 
0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝐾𝑏𝑛 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1
divergerer ⟹  ∑ 𝑏𝑛 divergerer

∞

𝑛=1
 

∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=1
konvergerer ⟹  ∑ 𝑎𝑛 konvergerer

∞

𝑛=1
 

Grensesammenligningstesten 

Gitt at {𝑎𝑛} og {𝑏𝑛} er positive følger og lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝐿 

𝐿 < ∞ og ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=1
konvergerer  ⟹  ∑ 𝑎𝑛 konvergerer

∞

𝑛=1
 

𝐿 > 0 og ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=1
divergerer  ⟹  ∑ 𝑎𝑛 divergerer

∞

𝑛=1
 

Forholdstesten 

𝑎𝑛 ultimately positive og 𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
≠ 1 

0 ≤ 𝜌 < 1 ⇒  ∑ 𝑎𝑛 konvergerer
∞

𝑛=1
 

1 < 𝜌 ≤ ∞ ⇒ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞  ⇒ ∑ 𝑎𝑛 divergerer
∞

𝑛=1
 

Integraltesten 

Gitt 𝑓(𝑛) er positiv, kont. og avtagende på [𝑁, ∞), 𝑁 ∈ ℤ+ 
𝑎𝑛 =  𝑓(𝑛) 

Da er ∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1
 og  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑁

  begge konv. eller begge div. 

Alternerende rekkerstest 

(i) 𝑎𝑛𝑎𝑛+1 < 0 for 𝑛 ≥ 𝑁        (ii) |𝑎𝑛+1| ≤ |𝑎𝑛| for 𝑛 ≥ 𝑁 

(iii) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 

Da vil ∑ 𝑎𝑛 

∞

𝑛=1

konvergere 

 

 

 

Rottesten 

𝑎𝑛 ultimately positive og 𝜎 = lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛)
1
𝑛 ≠ 1 

0 ≤ 𝜎 < 1 ⇒  ∑ 𝑎𝑛 konvergerer
∞

𝑛=1
 

1 < 𝜎 ≤ ∞ ⇒ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞  ⇒ ∑ 𝑎𝑛 divergerer
∞

𝑛=1
 

Taylor rekke 

∑
𝑓𝑘(𝑐)

𝑘!
(𝑥 − 𝑐)𝑘

∞

𝑘=0

 

Kjente Maclaurin rekker 

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!
, 𝑥 ∈ ℝ

∞

𝑛=0

 

sin 𝑥 = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1, 𝑥 ∈ ℝ

∞

𝑛=0

 

cos 𝑥 = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
𝑥2𝑛, 𝑥 ∈ ℝ

∞

𝑛=0

 

1

1 − 𝑥
= ∑ 𝑥𝑛, 𝑥 ∈ (−1,1)

∞

𝑛=0

 

1

(1 − 𝑥)2
= ∑ 𝑛𝑥𝑛−1, 𝑥 ∈ (−1,1)

∞

𝑛=1

 

ln (1 + 𝑥) = ∑
(−1)𝑛−1

𝑛
𝑥𝑛, 𝑥 ∈ (−1,1]

∞

𝑛=1

 

tan−1 𝑥 = ∑
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
𝑥2𝑛+1, 𝑥 ∈ [−1,1]

∞

𝑛=0

 

 

Maclaurin rekke 

∑
𝑓𝑘(0)

𝑘!
𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

Binomial rekke 
Viss |𝑥| < 1, da 

(1 + 𝑥)𝑟 = 1 + 𝑟𝑥 +
𝑟(𝑟 − 1)

2!
𝑥2 + ⋯ 

= 1 + ∑
𝑟(𝑟 − 1) ⋯ (𝑟 − 𝑛 + 1)

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

 

Multinomial teoremet 
𝑚, 𝑘 ∈ 𝕫    𝑛 ≥ 2    𝑘 ≥ 1 

(𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛)𝑘 = ∑
𝑘!

𝑚1! 𝑚2! 𝑚3! ⋯ 𝑚𝑛!
𝑥1

𝑚1𝑥2
𝑚2 ⋯ 𝑥𝑛

𝑚𝑛

|𝑚|=𝑘
 

 
 

Teorem 4 Kapittel 9 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1
 konvergerer ⟹  lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 0 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ≠ 0 ⟹  ∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1
divergerer  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PARTIELL DERIVASJON 

 

 

 

Definisjon av partiell derivert 
𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

𝜕

𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦) = lim

𝑘→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑘) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑘
 

 

Høyere ordens partielle derivasjon 

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑓11(𝑥, 𝑦) 

𝜕2

𝜕𝑦2
𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓22(𝑥, 𝑦) 

𝜕2

𝜕𝑦𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓12(𝑥, 𝑦) 

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑓21(𝑥, 𝑦) 

 

Kjerneregel versjon 1 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
  

Kjerneregel versjon 2 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑢(𝑠, 𝑡), 𝑣(𝑠, 𝑡)) 
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+
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+

𝜕𝑧

𝜕𝑦
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Definisjon av gradient 
∇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝐢 + 𝑓2(𝑥, 𝑦)𝐣 

Teorem 6 Kapittel 13 (12 før 10. utg.) 

𝑓 deriverbar i (𝑎, 𝑏) og ∇𝑓(𝑎, 𝑏) ≠ 𝟎 
⇒  ∇𝑓(𝑎, 𝑏) normal vektor til nivåkurven til 𝑓 i (𝑎, 𝑏) 

Definisjon av retningsderivert 
La 𝐮 være en enhetsvektor. Den retningsderiverte i retning 𝐮 er 

𝐷𝐮𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0+

𝑓(𝑥 + ℎ𝑢1, 𝑦 + ℎ𝑢2) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

Retningsderivert via gradient 

𝑓 deriverbar i (𝑎, 𝑏) og |𝐮| = 1 

𝐷𝐮𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝐮 ⋅ ∇𝑓(𝑎, 𝑏) 

𝑓 øker mest i retning  ∇𝑓 med |∇𝑓| 

𝑓 minker mest i retning − ∇𝑓 med |∇𝑓| 

 

PLAN OG LINJER 

                                                                                                 

 

 

Plan gjennom punkt P0, med normal 𝐧 
𝐧 = 𝐴𝐢 + 𝐵𝐣 + 𝐶𝐤           P0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 

Linje med retningsvektor 〈𝑎, 𝑏, 𝑐〉 gjennom (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

Parameter: {

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡

       Standard:
𝑥 − 𝑥0

𝑎
=

𝑦 − 𝑦0

𝑏
=

𝑧 − 𝑧0

𝑐
 

Normal til 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ved (𝑎, 𝑏, 𝑓(𝑎, 𝑏)) 

𝐧 = 𝑓1(𝑎, 𝑏)𝐢 + 𝑓2(𝑎, 𝑏)𝐣 − 𝐤 

Tangent plan til 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ved (𝑎, 𝑏, 𝑓(𝑎, 𝑏)) 

𝑧 = 𝑓(𝑎, 𝑏) + 𝑓1(𝑎, 𝑏)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓2(𝑎, 𝑏)(𝑦 − 𝑏) ≈ 𝑓(𝑥, 𝑦)  

nært punktet (𝑎, 𝑏)  (Lineærisering) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EKSTREMALVERDIER FOR FUNKSJONER AV FLERE VARIABLER 

 

 

 

Nødvendige kriterier for ekstremalverdier 

𝑓 𝒌𝒂𝒏 ha esktremverdi i punktet 𝑃 ∈ 𝐷𝑓 , bare viss 𝑃 er  

(a) et 𝐤𝐫𝐢𝐭𝐢𝐬𝐤 𝐩𝐮𝐧𝐤𝐭 (∇𝑓(𝑃) = 𝟎), 

(b) et 𝐬𝐢𝐧𝐠𝐮𝐥𝐞𝐫𝐭 𝐩𝐮𝐧𝐤𝐭 (∇𝑓(𝑃) ikke eksisterer), eller 

(c) et 𝐫𝐚𝐧𝐝𝐩𝐮𝐧𝐤𝐭 av 𝐷𝑓 

 

 

 

 

 

Tilstrekkelige betingelser for ekstremalverdier 

𝑓 kontinuerlig funksjon av 𝑛 variabler, hvor 

𝐷𝑓 ⊂ ℝ𝑛 er lukket og begrenset. Da er 𝑓 begrenset 

og det er punkter hvor 𝑓 har globale maks og min verdier 

 

 

 

 

Andrederiverttesten (to variabler) 

𝐴 = 𝑓11(𝑎, 𝑏)    𝐵 = 𝑓12(𝑎, 𝑏)   𝐶 = 𝑓22(𝑎, 𝑏)  

𝐻 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 

𝐻 > 0 ⇒ (𝑎, 𝑏) sadelpunkt 

𝐻 < 0 og A < 0 ⇒ (𝑎, 𝑏) lokal maks. 

𝐻 < 0 og A > 0 ⇒ (𝑎, 𝑏) lokal min. 

𝐻 = 0 ⇒ inkonklusiv 

 

 

 

 

Lagrange-multiplikator 

Gitt 𝑓 og 𝑔 har kont. første partiell deriverte nær 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0) på kurven 𝒞: 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0. 

Og gitt at 𝑓(𝑥, 𝑦) har lokal maks eller lokal min i 𝑃0  når 𝐷𝑓 er begrenset til 𝒞.  

Da, gitt 𝑃0 ikke er et randpunkt på 𝒞, og 𝛻𝑔(𝑃0) ≠ 𝟎, så finns det et tall 𝜆0 slik at  

punktet (𝑥0, 𝑦0, 𝜆0) er et kritisk punkt til 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑔(𝑥, 𝑦). 

 

 

 

 

 


