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GENERELLE KALKULUS DEFINISJONER

Trig. identiteter

sin®f + cos?0 = 1
sin(20) = 2 sind cosf

cos(26) = cos?6 — sin?H

1-— 20
i = L ST
2
1 + cos(26
cos?f = %

Funksjoner av én variabel

Grenseverdi
lim f(x) = L eksisterer, gitt at
X—a

x € Dr og

Ve>0 36>0 s.a 0<|x—a|<é
= |f(x)—-Ll<e

Funksjoner av flere variabler

Grenseverdi

lim _ f(x,y) = L eksisterer, gitt at
(x,y)—(a,b)

(a, b) er ikke isolert, (x,y) € Dy og

Ve>0 36 >0 s.a. 0<\/(x—a)2+(y—b)2<5
= |f(x,y)—L|l<e

Deriverbarhet (deriverbar i punkt = kont. i punkt)

f(x) deriverbari a, gitt at
fla+h)—f(a)
h

f'(a) = }lli_rzrg) eksisterer

Deriverbarhet (deriverbar i punkt = kont. i punkt)
f(x,y) deriverbari (a, b), gitt att

I fla+hb+k)—f(ab)—hfi(ab)—kf(a.b) 0
im =
(hJ)~(0,0) h2 + k2

Kontinuitet i punkt
f(x) kontinuerlig i a, gitt at

lim f(x) = f(a) eksisterer
xX—-a

Kontinuitet i punkt
f(x,y) kontinuerlig i (a, b), gitt att

lim  f(x,y) = f(a,b) eksisterer
(xy)—(a,b)

Uniform kontinuerlighet
f (x) uniformt kontinuerlig pa I, gitt at
X1,%, € 1,08

Ve>0 36(e)>0 s.a. |x;—x,| <8
= |fCe) —f(x)l <€

Uniform kontinuerlighet (ikke pensum)

f (x,y) uniformt kontinuerlig pa D(f), gitt at

(x1,¥1), (x2,¥2) € D(f), 08

Ve>0 38()>0 s.a. 0<J(q —x)2+ (y —y,)2< 6
= |f(x,y1) — e, y2)| <€

TEOREMER FRA «NOTAT OM UNIFORM KONTINUITET»

Trekant ulikhet

Teorem 2.1
f kont. pa I (lukket og begrenset) = f unif. kont. pa I

Teorem 2.9
f unif. kont. pa I (begrenset) = f begrenset pa I

|la + b| < |al| + |b]
la — bl = lal — |bl

Sats 2.2
f' begrenset pa I = f unif. kont. pa I

Bemerkning 2.10
f ubegrenset pa I (begrenset) = f ikke unif. kont. pa I
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Ellipse

(x— xo)z
a? b2

@—mle

a: store halvakse

b: lille halvakse

(%9, V0): sentrum
Yy

c: fokal seperasjon

RIEMANN INTEGRAL

Definisjon
Viss f er begrenset pa [a, b] og I, = [* daer f integrerbar pa [a, b]

b
f fdx=1,=TI"

Teorem IV.5
f kont. pa [a, b] = f integrerbar pa [a, b]

En mer Formell definisjon
Den begrensede funksjonen f er integrerbar pa [a, b] gitt at
Ve >0 3P (partisjon) av [a,b] s.a. U(f,P) —L(f,P) <€

U(f,P) = Z?S? M;Axj,  M; = sup{f(x) : x € [xj_1, %]}

L(f,P) = Z?ii) m;Ax;,  m; =inf{f(x) : x € [xj_q, %]}

Ax; = xj — x4 n(P) = {antall delintervaller}

Hyperbel

(x —x0)* (¥ —0)* -1
a2 b2 a

a: transvers halvakse
b: konjugat halvakse
(x9,Yo): sentrum

c =+a? + b?

c: fokal seperasjon

PARAMETRISKE KURVER

Parametrisk kurve definisjon
Kurven C bestarav (f,g) hvorx = f(t) y=g(t) tel

C harrettningt, f og g er kont. og definert pa I

Plan kurve definisjon
P eralle punkter (x,y) hvorx = f(t) y=g(t) tel

P har ingen rettning f og g er kont. og definert pa I

Jevnhet/Glatthet
Gitt x'(t) og y'(t) kont.

Viss x'(t) # 0 pd I, da er C jevn/glatt og har for hver t en tangent
y'®

med stigningstall lik e

Viss y'(t) # 0 pal, da er C jevn/glatt og har for hver t en normal
x'(®
y'(®)

med stigningstall lik —

Parabel
y? = 4ax

Foks: (a,0) Strin:x = —a

Lengde (frat = a til t = b)

b
s=f J(x’(t))2+(y’(t))2dt

Omrade (begrenset av x-aksen, C og linjene x = x(a) og x = x(b))

b
A= f () - x'(8) dt

POLAR KURVER

y? = —4ax

Foks: (—a,0) Strln:x = a

x? = 4ay

Foks: (0,a) Strln:y = —a

Polar-rektangulzer konvertering

x=rcosf y=rsinf x*+y*=r? tan9=%

x'(68) = 0 = Vert. tangentlinje y'(6) = 0 = Hori. tangentlinje

Tangent retning (utenom i origo)
f(6)
tany = ——=
O

hvor f(8) = r og i er vinkelen mellom radial linjen fra origo til ett
punkt pa kurven og kurven sin tangentlinje i det punktet

x? = —4ay

Foks: (0,—a) Strln:y = a

Lengde (fra vinkelstrale « til vinkelstrale p)

g
s =J \/(f’(@))z +(f(6))°d6  hvor f(6) =

Omrade (begrenset av polar kurven og vinkelstralene o og f)

i
A= %f (f(6))°d6  hvor f(8) =r




REKKER OG KONVERGENSTESTER

Taylor rekke Geometrisk rekke Geometrisk rekke delsum

© rk °° n a(l—r"

J0) (x_c)k Zarn—l R U T=an+1 _ aT'_l Sn —a+ar+ar?+--4+aq"! = (1_r )_, r+1
e k! ] a, ar™
Maclaurin rekke Potensrekke Potensrekke konvergens radius

fEO 4 - 2 7 R=>tvor L=lim | L=w=oR=0 L=05R=w
X a,(x—c)"=aqy+a(x—c)+a,(x—c) +--+a,(x—c) I n-o | a,
k=0 n=0

Kjente Maclaurin rekker

eX = — x €ER
n=0 :
N _CD"
Smx_Z(Zn+1)' , x ER
n=0
[ee] _1 n
cosx = Z ((213! x?",  x€R
n=0
1 [ee]
1_X=Zx”, x €(—1,1)
n=0
1 S n-1
(1_x)2=2nx ) x € (—11)

Sammenligningstesten
0<a,<Kb,

oo (2]
Z a, divergerer = Z b, divergerer
n=1 n=1

oo (2]
Z b, konvergerer = Z a, konvergerer
n=1 n=1

Grensesammenligningstesten

a
Gittat {a, } og {b,} er positive falger og lim b—n =L
n—oo

oo (2]
L < o0 o0g Z b, konvergerer = Z a, konvergerer
n=1 n=1

L>0og Z b, divergerer = Z a, divergerer
n=1 n=1

Forholdstesten

c gag q an+1
a, ultimately positive og p = lim 1

n—oo an

0<p<il= Z a, konvergerer
n=1

oo
1<p<o=lima, =0 = Z a, divergerer
n=1

n—oo

Integraltesten

Gitt f(n) er positiv, kont. og avtagende pa [N, o), N € Z,
a, = f(n)

Daer Z a, og f f(t)dt begge konv.eller begge div.
n=1 N

Binomial rekke
Viss |x| < 1,da
rr—1) ,
Tx +...
- rr—1)--(r—m+1
_1+z ( Jioen (€ )x"

B n!

Q+x)" =14+rx+

n=1

Alternerende rekkerstest
(1) apapns1 <O0forn=N (i) |ape1| < |ap|forn = N

(iii) lim a, =0

Da vil Z a,, konvergere

n=1

Rottesten
1

a, ultimately positive og o = lim (a,)n # 1
n—eo
0<o<1>=> E a, konvergerer
n=1

oo
1<o<® = lima, = = z a, divergerer
n=1

n—oo

Multinomial teoremet
mkez n=>2 k=1

k!
(x1 +x2 + "'+xn)k = Z

|m|=k ml! mz! m3! :

m m
Xy Xyl
my!

...xn

Teorem 4 Kapittel 9

Z a, konvergerer = lim a, =0
my n=1 n—oo

oo
lim a, # 0 = Z 1an divergerer
n=

n—-oo




PARTIELL DERIVASJON

Definisjon av partiell derivert Hoyere ordens partielle derivasjon Kjerneregel versjon 1
a . fx+hy)—f(x,y z=f(xy) = fu),v(t
2 fGen) = iy = filxy) = lim E LD ZT0Y) 2 a0 ) ) = el o)
Wf(x'}’)—aaf(xﬁ)’)—fxx(xIY)—fll(XIY) dZ azdx-l_azdy
d - floy+k) - fxy) dt _ oxdt ' dydt
2 ey = ) = flxy) = lim XIS 2 2 il Gy
y - G2 ) = oo fy) = fry (0 9) = far (6, ¥)
Y 70y Kjerneregel versjon 2
Definisjon av gradient 0* _0a a 5 z= f(x,y) = f(uls, ), v(s, 1))
Vf(x,y) =f1(x,y)i+f2(x,y)i ayaxf(x'y) _ayaxf(xly) —fxy(x’:)’) _fIZ(x'y)

0z 0z0x 0z0y

2

s oxds 9yds
62_626x+6zay
at dxot dyadt

_ _ Jd d
f oker mestiretning Vf med |Vf| axayf(x’ y) = a@f(xy V) = fyx(x,y) = f21(x,y)

f minker mesti retning — Vf med |Vf]|

Definisjon av retningsderivert Teorem 6 Kapittel 13 (12 fer 10. utg.) Retningsderivert via gradient
IL: hetsvektor. D tni deriverte i retni
a u veere en enhetsvektor. Den retningsderiverte i retning u er £ deriverbar i (a, b) og Vf(a, b) # 0 £ deriverbar i (a, b) og [u] = 1
x + huq,y + hu,) — f(x, = Vf(a,b 1 vektor til nivak til fi(a,b
Dyf(x,y) = hli%lJ,f( Y - 2) — f(xy) f (a, b) normal vektor til nivakurven til f i (a, b) Dyf(ab) = u-Vf(ab)

PLAN OG LINJER

Plan gjennom punkt P), med normal n

n = 4i + Bj + Ck Py = (X0, Yo, Zo) Normal til z = f(x,y) ved (a,b, f(a, b))
A(x —x9) + B(y —y9) + C(z —25) =0 n = f1(a,b)i + f(a,b)j — k
Linje med retningsvektor (a, b, c) gjennom (x, vy, Zo) Tangent plan til z = f(x,y) ved (a, b, f (a, b))

x:x0+at x—xo y—yo Z_ZO Z=f(a,b)+f1(a;b)(x_a)+f2(a;b)(y_b)zf(x;}’)
Parameter: {y = yo + bt  Standard: = =

z=2zp+ct a b ¢ neert punktet (a, b) (Lineaerisering)




EKSTREMALVERDIER FOR FUNKSJONER AV FLERE VARIABLER

Ngdvendige kriterier for ekstremalverdier Tilstrekkelige betingelser for ekstremalverdier Andrederiverttesten (o variabler)
f kan ha esktremverdi i punktet P € Dy, bare viss P er f kontinuerlig funksjon av n variabler, hvor A = fi1(a,b) B = fi,(a,b) C = fy,(a,b)
(a) et kritisk punkt (Vf(P) = 0), Ds c R"™ er lukket og begrenset. Da er f begrenset H = B? - AC
(b) et singulert punkt (Vf(P) ikke eksisterer), eller og det er punkter hvor f har globale maks og min verdier H > 0 = (a, b) sadelpunkt
(c) et randpunkt av D, H <00gA <0 = (a,b)lokal maks.
H <00gA >0 = (a,b)lokal min.
Lagrange-multiplikator H=0 = inkonklusiv

Gitt f og g har kont. farste partiell deriverte naer P, = (x,,y,) pa kurven C: g(x,y) = 0.
Og gitt at f (x, y) har lokal maks eller lokal mini P, ndr Dy er begrenset til C.
Da, gitt P, ikke er et randpunkt pd C,og Vg(Py) # 0, sa finns detet tall 4, slik at
punktet (xg, vo, Ag) er et Kritisk punkt til L(x, y,1) = f(x,y) + Ag(x, y).




