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SENTRALE DEFINISJONER (uformelle)

Differensiallikning (DE)

En likning som viser relasjonen mellom én eller flere ukjente
funksjoner og deres deriverte.

Initialverdiproblem (IVP)
En differensiallikning sammen med en initial verdi til den
ukjente funksjonen pa et gitt punkt i domenet til funksjonen.

Ordineer differensiallikning (ODE)

En likning som viser relasjonen mellom én eller flere ukjente
én-variable-funksjoner og deres deriverte.

Partiell differensiallikning (PDE)

En likning som viser relasjonen mellom én eller flere ukjente
fler-variable-funksjoner og deres partiell deriverte.

Orden
En differensial likning sin orden er den hayeste ordens deriverte i
likningen. For eksempel:

d’y d%y
— +—7p(t) =

er en 3. ordens differensial likning.

Lineeer likning
En likning som kan skrives som

a;x, +azx; +-+ayx, =g,

hvor x; er variabler og a;, samt g, er vilkarlige konstanter.

Randverdi-
problem (BVP)

En differensiallikning
sammen med verdiene til
den ukjente funksjonen
ved randen av domenet
til funksjonen.

Lineaer differensiallikning (LDE)
En differensial likning som er en lineaer likning ved den ukjente
funksjonen y, og kan derfor skrives som

ao(O)y + a ()Y + a;(Oy" + - + an(Oy™ = g(v),
hvor a;(t) og b(t) er vilkarlige deriverbare funksjoner.

En LDE er homogen om g(t) =0

Ikke-linezer differensiallikning (NDE)

En differensial likning som ikke er en lineeer likning ved den
ukjente funksjonen y, og kan derfor ikke skrives som en LDE.
For eksempel:

dy 2 3
= fo@®) + 1y + LO)y* + f3(D)y

Likevekts punkt / kritisk punkt
En konstant lasning til en differensiallikning. Det vil st en lgsning
som har derivert lik 0 over alt pa sitt domene.

Generelt har vi at x, € R" er et kritisk punkt/likevekts punkt viss

dx/dt = f(t,x) viss f(t,x.) = 0 for alle t.

Lesningskurver / integralkurver
Funksjoner som lgser differensiallikningen. Disse kan plottes
som kontinuerlige kurver.

Generell lgsning
Utrykk som inneholder alle mulige lgsninger til en
differensiallikning, og tar ikke hensyn til initiale betingelser.
Generelle lgsninger kan plottes som retningsfelt.

Asymptotisk stabilt kritisk punkt
Ett kritisk punkt x. hvor l@gsningskurvene x som er naer det kritiske
punktet konvergerer mot det:

X > X, hart - o

Stabilt kritisk punkt

Alle lgsningskurver x er begrenset, men konvergerer ikke mot
det kritiske punktet: x » co ndrt — o

Ustabilt kritisk punkt

Noen lasningskurver x, kanskje alle utenom det kritiske
punktet, er ubegrenset: x —» o nart - o
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Generell 1. ord. LDE FORSTE ORDENS DIFFERENSIAL LIKNINGER Separabel 1. ord. LDE

d_y o)y = gt En 1. ord. ODE er separabel om den er
ac TPy =90 Generell lgsning for generell 1. ord. LDE skrevet som

_ 1 dy
Ofte omskrevet til =— U ] =

Y= u®g®)dt +C|, M) +NGy) =0,
d . - .
p(t)d_}tl +Q@)y =G(), hvor u(t) = exp(f p(t)dt) er den integrerende faktoren, og og skrives ofte om til differensial formen:
C er en ukjent konstant som kan bestemmes qitt en initial betingelse. M(x)dx + N(y)dy = 0.

gitt at P(t) # 0.

Eksistens og unikhets teorem for 1. ord. LDE Eksistens og unikhets teorem for 1. ord. NDE
Om p og g er kont. pa et apent intervall I, som inneholder ¢, da Om f og df /dy er kont. pa et apent rektangel R i ty-planet, som inneholder (t,,y,), da, i et
eksisterer det en unik funksjon y = ¢(t) som laser interval ty — e < t < ty + € InniL R, eksisterer det en unik funksjon y = ¢(t) som laser
y' +p(t) = g(t) med initial betingelsen y(t,) = y, foralle t € I. y' = f(t,y) med intial betingelsen y(t,) = y,.

Autonome 1. ord. ODE

En 1. ord. ODE som ikke avhenger eksplisitt av
den uavhengige variabelen, og har formen

dy
==

Eksakt differensiallikning

Gitt en differensiallikning pa formen

M(x,y) + N(x,y)y' =0,

og gitt at det finnes en kont. deriverbar funksjon
Y(x,y) slikatyp, =M og iy, =N

da kalles differensiallikningen eksakt.

Forskjellige autonome 1. ord ODE-er

Differensial likning Generell l@sning Symboler
Yo = y(0)
Eksponentiell vekst y' =ry y =ype’t
r = «vekst»
= y(0)
T y VoK Yo =¥(
Logistikklikningen y=r(1-=)y y = =
( K) Yo + (K —yp)e™™" K= «baerekapasiteten»
T Yo =y(0)
Terskelverdi y'=-—-r (1 - X) y y= w —
r Yo + (T —yo)e T= «terskelverdi»

Eksakt differensiallikning
Gitt at M, N, M,, og N, er kont. pa et dpent
rektangel R c R?, da er differensiallikningen

M(x,y) + N(x,y)y' =0
eksakt, viss og bare viss

M, (x,y) = N,(x,y) for alle punkt pa R.

Logistikklikningen med r_ Y Y
terskelverdi y=-r (1 ) (1 )

Disse modellene kan brukes til & modellere populasjonsvekster med vekstrate r som starter med y, individer, og som har et
maksimum kapasitet pa K individer, hvor populasjonen der ut om den kommer under T individer.

En ikke-eksakt differensiallikning pa formen M(x,y) + N(x,y)y’' = 0 kan konverteres til en eksakt
differensiallikning ved & multiplisere begge sider med en integrerende faktor p(x, y) som tilfredstiller

Mu, — Ny + (My — N )u =0




Generell 2. ord. LDE
y'+p@)y' +q)y=g()
Ofte omskrevet til
P()y" +Q@)y + R(t)y = G(t)
gitt at P(t) # 0.

ANDRE ORDENS LDE

Homogen 2. ord. LDE med konstante koeffisienter
ay" +by' +cy=0

Dette er den enkleste 2.ord LDE-en og har karakteristisk ligning
ar’+br+c=0

Karakteristiske rgtter Generell lgsning

Eksistens og unikhets

teorem for 2. ord. LDE
Om p, q og g er kont. pa et apent
intervall I, som inneholder t,, da
eksisterer det en unik funksjon
y = ¢(t) som laser

y'+p@®)y" +q@®)y = g(®)
med initial betingelsen
y(to) = ¥o 09 ¥'(to) = ¥o

foralle t € I.

r;, # 1, 0g begge reelle y = c et + ¢ et

=1, =71 0gr reel y =cie™ + cyte™

r=a+ip y = e*(c, cos Bt + ¢, sin ft)

Wronskian for 2 funksjoner
Gitt f og g er deriverbare funksjoner, sa er
Wronskian av de i et punkt x lik

wir.gle = |17 90 = rg'@ - geor @

Superposisjonsprinsippet for homogene 2. ord LDE
Om y; og y, er to lasninger til

y'+p@®)y' +q)y =0,

da er den linezere kombinasjonen c¢;y; + ¢y, ogsa en lgsning for
vilkarlige verdier av ¢, og c;.

Lase generell 2. ord. LDE
Gitt likningen

y' +p@®)y +q@)y = g(t)

Farst finn den generelle lgsningen
til likningen nar g(t) = 0
Vi) = 171 (0) + c2y2(8)
(komplementeer lasning)

Finn sa en hvilken som helst
lzsning v, (t) til den originale
likningen (partikulzer l@sning)

Den generelle lasningen til
likningen blir da y, (t) + y, (t):

d() = c1y1 (1) + 2, (t) + yp ()

Om den initiale betingelsen y(ty) =y, , y'(ty) =y er gitt i tillegg, sa vil
det alltid veere mulig a velge ¢; og c;, slik at
y = c1y1(8) + 2y, (8)

tilfredsstiller differensiallikningen med de initiale betingelsene, viss og
bare viss Wy, y,1(ty) # 0

Fundamentalt sett av lgsnhinger
Om y; og y, er to l@sninger til

y'+p®)y +q)y =0,

og det finnes et punkt t, hvor

Wy, ¥.1(te) # 0,

da inneholder utrykket y = ¢;y;(t) + c,y,(¢t)
alle mulige l@sninger til differensiallikningen
(en generell lesning), og l@sningene y; og y,
sies a danne ett fundamentalt sett av
lesninger.

Om y = u(t) + iv(t) er en lgsning til

y' +p@®)y +q@)y =0,

da er ogsa u(t) og v(t) l@sninger.

Ubestemte koeffisienters metode

Fungerer bare viss g(t) bestar av ekspnent, sinus, cosinus, polynom, eller
sum og/eller produkt av slike funksjoner.

g(t) kan skrives som g(t) = g,(t) + --- + g, (t), hvor hver g;(t) gir
det i-ende underproblemet
ay" +by' +cy = g;(t

E5(Apt" + At" T+ -+ A)
tS(Apt™ + A t™ 4+ A)e™

B,(t) = apt™ + ayt" ' + -+ a,
B (t)e™

yo(t) = —m@f

Variasjon av parameter
Gitt likningen y" + p(t)y' + q(t)y = g(t),

Viss p, q og g er kont. pa et dpent intervall, og viss y; og
y, danner et fundamentalt sett med lasninger til
likningen nar g(t) = 0, da er en partikuleer lasning til

(ff?ww ©)y:(6)
gy, g(t)y,(t
thﬂ0ﬁ+2@fwhyﬂﬂ

t5(Apt™ % + - + A,)e* cos it
+t5(Bot™ % + --- + B,)e“ sin it

P, (t)e* (Acos Bt + Bsin it )

s er antall ganger 0 forekommer som rotiar? + br + ¢ = 0. a er en rot
avar? + br + c = 0, det samme era + if. A; og B; er ubestemte
koeffisienter som blir funntet ved & putte yy,; ( diff. likningen.

yp(t) = ypl(t) + sz(t) + ot ypn(t)

Ordens reduksjon

Gitt y" + p(t)y’ + q(t)y = 0 med en lagsning y, (t).
En annen lasning kan bli funnet ved & la y = v(t)y; (t),
som gir y;v"" + (2y; + py,)v' = 0 som er en 1. LDE for v'.
Man lgser for v/, integrerer til v, og finner y, = v(t)y, (t).




For mer om linezer algebra, se winther.io/MAT121

SYSTEM AV 1. ORD. LDE

X

!

Matriseform
Systemet av 1. ord LDE-ene

X{ = pll(t)xl + -t pln(t)xn + gl(t)

xrll = pnl(t)xl + et pnn(t)xn + gn(t)

Kan skrives som: x" = P(t)x + g(t), hvor

X p11(t) - p1a(t) X1
= E . % 8 X = E
Xn Xn

P(t) = gt) =

Pai(®) - Pun(®)

91'(0

gn'(t)

Superposisjonsprinsippet
Viss x og x@ er lgsninger til x’ = P(t)x,

da er c;x® + ¢,x® 0gsé en lasning for vilkarlige c; og c,.

Abels teorem
Viss xW, ... ,x™ er lgsninger
tilx’ = P(t)x

et dpent intervall I, da er

Fundamentalt sett av lgsninger
Viss x, ... ,x™ er linezert uavhengige lasninger til
x' = P(t)x, da kan alle lgsninger skrives som
x(t) = ¢ xD (@), ... ,c, x™(1)

wix®, ... ,x™ ] endten 0 eller
aldri forsvinnende. Wronskian
kan skrives som

Om x = u(t) + iv(t) er en lasning til

n-te ordens LDE til system av 1. ord. LDE
Gitt en generell n-te ord. LDE

ap(Dy + a, ()Y’ + -+ @y Oy + a,(Oy™ = g(©.
La X1=Y, X=y, x3=y", .., x,=y"D,
SOM gir X1 = Xy, X3 = X3, X3 = X4, ., Xp_q = Xp.

Vihar da et system av 1.ord LDE

X1 = X3

=
L _e®  —a® | —en®  g®
T oan(®) T an(t) P a,(t) " an(0)

x' = P(bt)x,

da er ogsa u(t) og v(t) lasninger.

W@ = cexp ([ @+
+ Pan(0]dt)

Hvor c er en vilkarlig konst.

Homogent system med konstante koeffisienter

x' = Ax,

Egenverdier

Den reelle konstante matrisen A har n egenverdier A; med tilhgrende egenvektorer §®

Generell lesning

Alle n egenverdier ulike og reelle. x = ¢ §WeMt 4 ... 4 ¢ EF™eAnt

A er 2 X 2 og egenverdiene like og
reelle A =1, = 4,, med tilhgrende

x = ¢ &M + ¢, (Ete?t + nett)

hvor

1N er en generalisert egenvektor funnet ved

egenvektor

Lose system av 1. ord LDE
Gitt systemet
x' =P(t)x+ g(t),

Farst finn den generelle
lgsningen nar g(t),= 0
Xk (1) = c;xD (1) + c,xP) (1)
(komplementaer lgsning)

lzsning x,, (t) til systemet
(partikulzer l@sning)

Den generelle lgsningen til systemet blir da x () + x,, (£):
x() = ¢, xD(6) + ,x@ (1) + x,, (1)

Finn sa en hvilken som helst

tW=a+ib §P=a-ib
hvor de resterende egenverdiene,
A3, ..., Ay, €r ulike og reelle

(A-ADn=§
Har to komplekse konjugat egenverdier
1, :pa +ip /1J2 g a —giﬁ x = cu(t) + cv(t) + c3E®Petst + ... 4 ¢ EMWeAnt
med tilhgrende egenvektorer hvor

u(t) = e*(acos(Bt) — bsin(Bt))
v(t) = e*(asin(Bt) + b cos(Bt))

P(t) = [x(l)(t) X(Z)(t) x(")(t)]

Fundamental matrise Matrisen hvis kolonner er vektorer som former
Metiican e elomner & valk st Soi ett fundamentalt sett med lgsninger, OG hvor
former ett fundamentalt sett med lgsninger. den er lik identitetsmatrisen I for t = ¢, er

betegnet med ®(t)
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Partikulaer lgsning via diagonalisering
Fungerer for systemer pa formen
x' = Ax+ g(t),

Hvor A er en n X n konstant og diagonaliserbar matrise med egenverdier
Ay, ..., Ay 0Og tilh@rende egenvektorer €, ..., €

A 0 0
laT=[ED,..,t™W],ogD=(0 =~ 0 ] La s& x = Ty, som gir
0 0 A,

y' = Dy + h(¢), hvor h(t) = T 1g(t)

y1(t)
hvor lgsningen er y(t) =

], hvor
Yn(t)

y;(t) = ehit f e ith;(t)dt + cietit

der ¢; er vilkarlige konstanter. Man finner sa en partikuleer lasning x,,(t) = Ty(t).

Partikuleer lgsning via ubestemte koeffisientvektorer
Fungerer for systemer pa formen
x' = Ax + g(t),

Hvor A er en n X n konstant matrise med egenverdier 14, ..., 4,, 0og g(t) bestar av
eksponent, sinus, cosinus, polynom, eller sum og/eller produkt av slike
funksjoner.

g(t) kan skrives som g(t) = g™ (t) + -+ + g™ (t), hvor hver g (t) er skrevet som
en konstant vektor gange en funksjon av t, og gir det i-ende underproblemet
x' = Ax+g®(t)

Pn(t) = u(O)tn + u(l)tn—l L coodb u(n) tS(a(O)tn + a(1)tn—1 Tt a(n))
Pn(t)e“ ts(a(o)tn +a®en-1 4 4 a("))e“t
t5(@@tm0 + - + a®™ )e* cos ft

B,(t)e* (Acos Bt + Bsin fit) +t5(b(°)t”‘° P b("))e“t sin gt

Xp ) = Xf,l) GE: xl()z) &)+ + Xl()n) ®

Partikuleer lgsning via variasjon av parameter

Fungerer for systemer pa formen
x' =P(t)x + g(t)

Hvor P(t) og g(t) er kontinuerlige pa ett dpent intervall I. Gitt en fundamental
matrise W(t) for the systemet nar g(t) = 0 har blitt funnet, da er en partikulaer
l@sning til systemet lik

x,(t) = ‘P(t)f‘l’_l(t)g(t)dt

FORMELLE DEFINISJONER AV STABILITET

Stabilt kritisk punkt

Ustabilt kritisk punkt

Asymptotisk stabilt kritisk punkt

Gitt ett autonomt system x’ = F(x) med kritisk punkt x,.
Da er x, stabilt viss

Vt>t,, €>0, 36>0
Ix(to) — x|l <6 = [Ix(0) — x|l <€

Ett kritisk punkt som ikke er
stabilt.

Gitt ett autonomt system x’ = F(x) med stabilt kritisk punkt x.. Da
er x. asymptotisk stabilt viss

36 >0+ Ix(to) =%l <8 = lim[Ix(t) x|l =0




Mer om vektorfunksjoner og parametriske STABILITETSEGENSKAPER og FASEPLAN

representasjoner, se winther.io/MAT212

Faseplan og faseportrett

x1(£)
X2 (O))
En slik vektorfunksjon kan bli sett pa som en parametrisk
representasjon av en kurve i x; x,-planet. Dette planet kalles
faseplanet, og ett sett med kurver i planet kalles ett faseportrett.

Lasningen til X" = Ax hvor A er 2 x 2, er en vektor x(t) = [

Kritisk punkt for autonome system
Gitt ett linesert autonomt system x’ = Ax hvor A er inverterbar.
Sa er x = x,. = 0 (origo) det eneste kritiske punktet

Stabilitetsegenskaper

Gitt ett linesert system x’ = Ax hvor A er 2 X 2 og inverterbar.

Egenverdier Kritisk punkt type Stabilitet
A,>2,>0 Node Ustabil

A, <2,<0 Node Asymptotisk stabil
A, <0< A4 Sadel Ustabil
Ai=4,>0 Ekte eller uekte node Ustabil

A4=2,<0 Ekte eller uekte node Asymptotisk stabil
11’2 =a i iﬁ

a>0 Spiral Ustabil
a<0 Spiral Asymptotisk stabil
a=0 Senter Stabil

Ekte vs. Uekte node
Ekte node (av og til kalt stjernepunkt) forekommer nar man har
sammenfallende egenverdier OG to lineaert uavhengige
egenvektorer. En uekte node kommer av bare én egenvektor.

Eksempel pa en ustabil ekte node.
Banene gar utover fra origo hos en
ustabil ekte node, og innover hos en
stabil ekte node.

Faseportrett fra METRIC ICL
https.//metric.ma.ic.ac.uk/metric public,

Eksempler pa forskjellige faseportrett i faseplanet
Node.- Unstable Node - Asyn_.lpmtically Stable Saddle Pojnt - Unstable

X2 Xz X2

s

\ N

xf xr

.\\

Improper Node - Unstable Improper Node - Asymptotically Stable
) (2

%

Spiral - Unstable Spiral - Asymptotically Stable Center - Stable
: .

)
= il

| e
Faseportretter av Paul Dawkins © 2003 - 2024
https.//tutorial. math.lamar.edu/classes/de/phaseplane.aspx

X3

\

%5

Svarte kurver er noen av
l@sningskurvene. De bla er
retningene til egenvektorene.

fad

— ./

)

o
N

[ )]
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PERTURBERING og LOKALT LINEZARE SYSTEM

Perturbere / forstyrre Lokalt- / nesten linezert system Isolert kritisk punkt
Gitt ett lineaert system x’ = Ax hvor A er 2 X 2 og inverterbar. Gitt ett ikke-linegert autonomt system x’ = f(x), hvorx, = 0 Ett kritisk punkt som er det eneste
Man kan endre systemet /ltt ved a endre koeffisientene i A er ett kritisk punkt til systemet. kritiske punktet i ett nabolag om
litt. Dette er perturbering av systemet. Anta x’ = Ax + g(x) og at x, = 0 er et isolert kritisk punkt til punktet.
dette systemet, og at A er inverterbar. Dette systemet er da For eksempel, i planet er ett kritisk
lokalt lineaert neerme x, = 0 om g(x) er veldig liten der. punkt isolert om det er en sirkel
Perturbering som endrer stabilitet lim 18N _ IR E @i e @l (L s
. ; p X x-0 ||x]| andre kritiske punkter i sirkelen.
Gitt ett linesert system x’ = Ax hvor A er 2 X 2 og inverterbar,
TEE CPEMETEIEr 2k OF 2k Lokalt lineaert NDE system
. . . X7 F(x,
En veldig sensitiv situasjon: Gitt ett ikke-lineaert autonomt system x’ = f(x), hvor x = [y ,o0g f(x) = ch g] da er systemet
Gitt 4, = +if sa erx. = _0 stabzltsenter;?unkt ) lokalt lineaert i naerheten av et kritisk punkt x. = [x,, ¥o] nar funskjonene F og G har kontinuerlige
Perturberer man systemet slik at A, , = a £ i, da vil partiell deriverte opp til 2. orden.

a < 0 = x,. = 0 er asymptotisk stabilt spiralpunkt, og

= [t spiralpunkt. - -
@> 0= = 0er ustabilt spiralpunkt. Stabilitetsegenskaper for lokalt linesere system

La A, og 1, veere egenverdiene til X' = Ax som tilsvarer det lokalt linezere systemet x’ = Ax + g(x)
Lineaert system Lokalt lineaert system

Kritisk punkt type Kritisk punkt type

En litt mindre sensitiv situasjon:
Gitt A, = A, sd er x. = 0 en ekte eller uekte node.

Perturberer man systemet slfk at /'11,? = 0{ + ip, da vil A,>4,>0 ol i o o
@ < 0= X, = 0 er asymptotisk S'tabll‘z‘sptra/pun/(t o A <2,<0 Node Asymptotisk stabil Node Asymptotisk stabil
a > 0= x. = 0 er ustabilt spiralpunkt. 1, <0<, Sadel Ustabil Sadel Ustabil
A=2,>0 Ekte eller uekte node Ustabil Node eller spiral Ustabil
Andre situasjoner krever stgrre endringer enn perturberinger. Ai=2,<0 Ekte eller uekte node = Asymptotisk stabil Node eller spiral Asymptotisk stabil
AMz=atip
a>0 Spiral Ustabil Spiral Ustabil
a<o0 Spiral Asymptotisk stabil Spiral Asymptotisk stabil
a=0 Senter Stabil Senter eller spiral Ubestemt
To-punkts randverdiproblem RANDVERDIPROBLEM Egenverdiproblemet og egenfunksjoner
y'+y=0, 1€R
En 2. ordens LDE gitt med de to randverdiene for den Homogen to-punkts ) y©@=0, y)=0 .
ukjente funksjonen y(x). randverdiproblem Egenverdier er verdier av A som glzr ikke-trivielle lgsninger.
" ; Ett to-punkts randverdiproblem hvor | dette tilfelle blir de A, = -, n=1,23,..
'+ )y + @)y = g(x) pHRKCs fancuerctp e
Yo=y1=00g Eaenfunksi ikke-trivielle lgsni _
y@ =y, yb)=y, xE€(ab) NS N genfunksjoner er ikke-trivielle zns:xlngery = y(x).
y +px)y +qx)y = | dette tilfellet blir de y, (x) = csin (=), n=123,..




FOURIER-REKKER

Periodiske funksjoner
En funksjon f(x) med domenet D, er periodisk
med en periode T > 0 viss x € Dy > x + T € Dy 0g

fx+T)=f(x) VxE€EDs

Det falger at nT (n € Z) er en periode av f, hvor
fundamentalperioden er den minste verdien av
T som oppfyller kravene over.

Fourier-rekke
En rekkeutvikling av en funksjon ved hjelp av
periodiske funksjoner som f.eks. sinus og cosinus.

Linezer komb. av periodiske funk.
Viss f(x) og g(x) har samme periode T, har ogsa

F(x) = cif(x) + c,g(x) periode T.

Noen typer konvergens
Gitt f(x) har Fourier-rekken

N
Sy(x) = % + ; (an cos (nL_nx) + b,, sin (nL_nx))

hvor Sy (x) kontinuerlig for alle x, da har vi
uniform konvergens om

max|f (x) = Sy (1) = 0

eller konvergens i middel om

L N—-oo
j (FC) — S dx =0
-L

Fourier Konvergens Teoremet

Gitt f og f' er delvis kontinuerlige pa intervallet
I: =L < x <L, og at f er definert utenfor [ slik at
den har periode 2L. Da har f Fourier-rekken

f(x) = % I 2 (an cos (nL_nx) + by, sin (nL_nx))

n=1

hvor

a, = %fL f(x) cos (nTnx) dx (n=0,12,..)
-L

b, = %j_LLf(x) sin (nL_nx) dx (n=123,..)

Fourier rekken konverger mot f(x) for alle x hvor
f er kontinuerlig,

ellers konvergerer den mot%(f(c*) + f(c™)) for
alle x hvor f er diskontinuerlig.

Indreprodukt
b
(u,v) = f u(x) v(x) dx,

hvor u = u(x) og v = v(x) integrerbare pa intervallet
a<x<bh

Ortogonalitet
Funksjonene u = u(x) og v = v(x) er ortogonale pa
intervallet a < x < b viss

b
(u,v) = f u(x)v(x)dx =0

Gjensidig ortogonalitet

Et sett med funksjoner {f; (x), f>(x), f5(x), ..., fu(x) } er
gjensidig ortogonalt over intervallet a < x < b om alle
mulige par av funskjoner i settet er ortogonale.

fe¥) = lim () f(e) = lim f()

Formlene for a,, og b, kalles Euler-Fourier
formlene

Noen kjente ortogonale funksjoner

[ sin(BEx)sin(Ea)ax =) s m 2

L L L,viss m=n

J._LLsin (?x) cos (nL_nx) dx =0

L mm nm _ (0 viss m#n
—[_L cos (—x) cos (—x) dx = {




Jevn- og odde funksjon
Gitt f = f(x) med domenet Dy hvor x € Dy = —x € Df

f(x) = f(—x) Vx € Dy = f er jevn

f(=x) = —f(x) Vx € D; = f er odde

Fourier-rekke til jevn funksjon

f(x)—70 i cos x)

Fourier-rekke til odde funksjon

0]

flx) = Z sm

n=1

JEVNE OG ODDE FUNKSJONER

Egenskaper for jevne og odde funk.

f er odde og f(x) definert forx =0= f(0) =0
f =f(x) erjevn, daer

1.  Jevn + Jevn = Jevn

2. Odde + Odde = Odde

3. Odde + Jevn # Jevn eller Odde
4. Jevn - Jevn = Jevn

5. Odde - Odde = Jevn

6. Odde - Jevn = Odde

7.

8.

f_LLf(x)dx =2 fOLf(x)dx

9. f = f(x)erodde, daer

L
f f(x)dx =0
-L

EKSEMPLER PA LOSNING AV PDE

Varmelednings likningen for en
rett, homogen og solid stang med

uniformt tverrsnitt
a’Uy, =u, x€(0,L), t>0

hvor u(x, t) er temperaturen ved posisjonen x
etter tiden ¢,
oga= p—KS er den termiske diffusiviteten,

hvor k er den termiske ledningsevnen,
p massetettheten,
og s den spesifikke varmen til stangen.

f(x) =u(x,0), x €[0,L] er den initielle
temperatur fordelingen av stangen, og
temperaturen pa randen er u(0,t) = u(L,t) =0

Lesning av varmelednings likningen ved seperasjon av variabel

En losning eru(x,t) = 0 om f(x) = 0, men denne er ikke interesant og blir ignorert.

Antar u(x,t) = X(x)T(t)
= a?X"'T = XT'
Separerer sa likningen

XII 1 TI

X T a7
For at denne likningen skal veer gyldig i alle punkt

(x,t), ma begge sider veere lik den samme
konstanten, —4, hvor 1 er seperasjonskonstanten.

Dette da om f.eks. x ble holdt i ro, mens t endret
seg, da ville den ene siden veert konstant, som betyr
at den andre siden ogsa ma veere konstant.

XII 1TI /1
=S —_ = — = —
X a?T
{ X"+2X=0
T'+a?AT =0

Randkravene gir
u(0,t) =X(0)T(t) =0, og wu(Lt)=XL)T(t)=0

Siden vi ignorerer lgsningen hvor u(x,t) = 0 sa betyr
det at vi ignorerer situasjonen hvor T(t) = 0, dvs.
X(0)=0 og x(L)=0

Vi har da egenverdiproblemet
X'"+2X=0
{X(O) =X()=0
som har egenfunksjon

X, (x) = sin (Ex), n=123,..

L
77
for A, = % n=123..
Bytter ut A i T’ + a?AT = 0 med egenverdien 1,
n’m?
T' + a? 17 T=0 n=123..

2a? /12t
)

Som betyr at T, (t) = e n=123,..

Vifar da at
up (x,t) = X ()T, ()
= sin (%x)e( e /It =123, ..

Det uendelige settet med funksjonene u,, kalles de

fundamentale lasningene, og en generell l@gsning

for varmelednings likningen blir en uendelig linezger
kombinasjon av de

nm
u(x, t) = z Cy, sin (Tx) e(-nimta? /LNt

n=1
hvor c,, bestemmes basert pa initialkravet:
0¢]

u(x,0) =f(x) = 2 Cp, Sin (%x) = f(x)
n=1

= ¢y = %LLf(x) sin (nL_nx) dx




En-dimensjonal bglgeligning av
elastisk strikk strekt mellom to

stolper.

a*Uyy = Uy, x €(0,L), t>0

hvor u(x, t) er amplituden ved posisjonen x
etter tiden ¢,

T o
oga=_er signalfarten,

hvor T er trekkraften strikken opplever,
p masse per lengdeenhet,

Endene (randen) av strikken star stille:
u(0,t) =u(L,t) =0, t=0,og strikken har
initiell amplitude funksjon:

u(x,0) = f(x), x€l0,L]

u:(x,0) = g(x), x€|0,L]

Orden av tid og initiale betingelser

Merk at varmelednings likningen var 1. orden av
tid og trenge bare ett initialkrav, mens
bglgelikningen var 2. orden av tid og trengte
dermed to inttialkrav.

Lesning av bglgelikningen ved seperasjon av variabel

Merk at de initiale- og randkravene krever at f(0) = f(L) = g(0) = g(L) =0

Antar u(x,t) = X(x)T(t)

= a?X"T = XT"
Separerer sa likningen
XII 1 TII
S—==—=-1
X a*T
{ X"+2X=0
T" +a?AT =0

Randkravene gir
u(0,t) =X(0)T(t) =0, og u(Lt)=XL)T(t)=0
Situasjonen hvor T(t) = 0 er ikke interresant og blir
ignorert, derfor har vi at
X(0)=0 og x(L)=0

Vi har da egenverdiproblemet
X'"+2X=0
{X(O) =X(L) =0
som har egenfunksjon

X, (x) = sin (nL—nx), n=1,2.3,..

n?m?
for An = L_Z'

n=123,..

Det andre initialkravet gir
ur(x,0) =T'(0) = g(0) =0

Bytter ut A i 7" + a?AT = 0 med egenverdien 1,
2P

T" + a?

> T=0, n=123,..
Som betyr T, (t) = k, cos (? t) + k, sin (? t)
T'(0)=0=k, =0
nmta . o -
= T,(t) = k, cos (T t) hvor kqvilkarlig. Setter k; = 1.

Vifar da at
un(x: t) = Xn(x)Tn(t)

= sin (nL—ﬂx) cos (”Lﬂ t), n=123..

® . /nm nma
u(x,t) = Zn=1 CpSin (T x) cos (T t)
Det forste initialkravet gir

u(x,0) =f(x) = 211 cpSin (nL_nx) = f(x)

=>c, = %fo(x) sin (nL_nx) dx
0




