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VEKTORFUNKSJONER AV EN VARIABEL | ROMMET

Vektorfunksjon i rommet

Posisjon: r(t) = x()i+ y(t)j + z(k
Hastighet: v(t) = r'(t) = x'(0)i+ y'()j+ z'(Hk

Akselerasjon: a(t) =v'(t) =x"(®O)i+y" " (O)j+ 2" (Hk

TRIG. IDENTITETER
sin?@ + cos?0 =1
sin(260) = 2 siné cos6

cos(20) = cos?6 — sin?6

1 — cos(260
sin?g = L= €05(26)
2
1+ cos(26
cos?0 = f()

Derivasjon av vektorfunksjoner

La u(t), v(t), og A(t) veere differensierbare.
a) L (u® +v(®) =w () + V()
b) ~A®u(®) = X (Ou®) + AW ()
) =) - v(t) = w(e) - v(e) + u(®) - vV'(t)
d) < (u®) x v(©)) = w'(®) X v(t) + ut) x v'(t)

e) = (u(A®)) =2 O @AW)

d _u(®)-u(t)
H Liu@l =220y =0

TREKANT ULIKHET

|la + b| < |a| + |b]
la —b| = |a| —|b|

Sirkuler bevegelse

La Q veere vinkelhastigheten.

A %r(t) =v(t) = Q@ xr(t)

Merk at vinkelhastigheten
er vinkelrett pa sirkelbevegelsen.

Roterende referanse system

La § = {I,], K} veere et statisk koordinatsystem, og la R = {i, j, Kk} veere et
roterende koordinatsystem hvis origo har posisjons vektor R, relativ til S. La
vinkelhastigheten til R relativ til S vaere Q. La der veere et objekt med posisjon
r relativ til R's origo, og med posisjon R relativ til §' origo. Vi har da at
objektets hastighet og akselerasjon relativ til 8’ origo kan skrives som

V=v+QOXR
A=a+20Xxv+Qx(QXR)
hvorv=r'oga=r".

Merk at 2Q x v blir kalt Coriolis akselerasjon,
0og Q X (@ x R) blir kalt sentripetal akselerasjon.

Eksempel med roterende sfeere:

Hvor {1, ]J, K} spenner ut fra sfaerens senter, og {i, j, k} spenner ut fra et punkt
pa overflaten av sfaeren.



https://winther.io/
https://winther.io/
https://winther.io/

KURVER | ROMMET

Kurve i rommet

En kurve C er et geometrisk objekt hvis punkter er gitt
ved en posisjons vektor funksjon

r(t) =x@®)i+ y(®)j+ z()k

Merk: Parameteren ¢t trenger na ikke representere noe spesielt,
som f.eks. tid. Likevel omtaler vi v(t) = r’(t) som kurvens
hastighet og a(t) = v'(t) som kurvens akselerasjon.

Kurve parametrisering fra skjeering mellom to flater

Gitt to flater f(x,y,2) og g(x,y,z) som skjeerer hverandre, sa kan man representere skjeeringskurven €

ved parametrisering.

Det finnes ikke én riktig mate a gjore det pa, men viss én flate er uavhengig av én variabel kan man farst
parametrisere den for a sa parametrisere den andre. Om begge flatene er avhengig av alle variablene kan man prave
a trekke ifra den ene flaten fra den andre, eller vice versa, for a fa et utrykk uavhengig av én variabel. Merk at det
finnes mange mater a parametrisere pa, det er ingen unik fasit.

Bue lengde

Viss r(t) har en kontinuerlig derivert v(t), da er
lengden til kurven € frat = atilt = b lik

s = fbv(t)dt

Derimot om v(t) er stykkevis kontinuerlig, da sier man
at kurven er stykkevis jevn, og lengden blir summen

Bue lengde parametrisering
Kurvens posisjons vektor r er gitt ved bue lengde s(t)

t

s=s(t) = f v(7)dr
t

0

r=r(s(t)

La k¥ > 0 pa et intervall som inneholder s. La A8 veere
vinklenen mellom T(s + As) og T(s). Da har vi at

Enhet tangent

RO
=
T _ dr

(s) = =

Kurvatur

()_|dT
r(s) = |-

Enhet normal

Kurvatur radius

e "~ k(s)

Enhet binormal

o 1 dT
av lengdene til de jevne kurvdelene. N(s) =—=— = oo
? J k(s) = lim [— k(s) ds B(s) =TxN
As-0 lAs
Fundamental teoremet for romkurver Frenet-Serret formlene Hva forteller T,N,o0g B 0ss? Vridning

La ¢, og C, veere kurver i rommet med samme ikke-
forsvinnende kurvatur k(s) og samme vridning 7(s).
Da er kurvene kongruent.

Det vil st at en kurve kan bli flyttet og/eller rotert slik
at den faller ngyaktig sammen med den andre.

Z—: = kN Gitt et pAunAkt r(f) pa en kurve C, sa har
_ vektorene T, N, og B halene sine i det punktet.
C;_I: = —«T + 7B T peker i retningen kurven vokser.
dB N N peker i retningen kurven svinger.
as Planet utstrakt av T og N kalles

Generalisert kurvatur og vridning

~ V . vXa v xal
T:— B: K =
v v % a| v3
. 1dT pdT dT /|dT
N=BXT=——=——=—/|—
vikdt wvdt dt/ |dt
(vxa) - (da/dt)
T =

v x al?

oskuleringsplanet/smygplanet.

Polar hastighet og
akselerasjon
Gitt en kurve i planet. Da er
F =cosfi+sind j, og
0 =—sinfi+coso J-

Man har da at
v=7f+ 160
a=(¥—r0%)f+ (6 +270)8

B peker normalt ut av smygplanet.
(Bruk hgyrehands regel)

Basisen definert av {T,N, B} kalles Frenet
systemet til C ved punktet r(s).

Vridningen t(s) maler i
hvilken grad kurven
ikke klarer a veere plan.

aB_
— = —1(N()




PARTIELL DERIVASJON

Partiell derivert Hoyere ordens partielle derivasjon

9? 0 0
Xqyer X +h!'"1x - X1yeeerXjy oy X 95 ooo - 95 oo 9 en = Jii
a—f(x1:...,xi;...,xn) = fi(x1r...,xi,...,xn) = illlrrg)f( . : n],)l f( ! : n) axlax]f(xll ,xl’ ,x] ,xn) axl axjf(x:l’ ’xl’ ,x} ’xn) f)l(x’y)
Xi ” For hgyere orden enn 2 kan man utvide denne metoden pa den apenbare maten.
Retningsderivert Kjerneregel versjon 1 Kjerneregel versjon 2
La u vaere en enhetsvektor. Den retningsderiverte i retning u er f = f(x;,(0),..., x,(t)) f=F(x (g, e tiy s b))y oy Xy (Eqy ey iy vy Ey))
o fOey 4 hug, e x, F huy) — F(xq, e, xp) df of dx, of dx, of df 0x, of 0x,
D, f (x4, ., %) = lim — =+ — — = f e+ —
h—0+ h dt 0Jx, dt dx, dt dt; 0dx, 0t; d0x, 0t;
Gradient f deriverbari P og |u| = 1 || To blandede partiell deriverte av n-te orden av en funksjon f er like ved et punkt
_ P viss de to blandede partiell deriverte er kontinuerlige ved P, og viss f og alle dens
G e = Sy s FipllEn 25 e oG )i = Dyf(P) =u-Vf(P) partiell deriverte av ordre mindre n er kontinuerlige i et omrade rundt P.
f oker mestiretning Vf med |Vf| f deriverbari (a, b) og Vf(a,b) # 0 Relativ endringshastigheten
£ minker mest i retning — Vf med |Vf] = Vf(a, b) normal vektor til nivikurven til f i (a, b) Endringshastigheten D, f (xy, ..., x,) til £ (g, ) %)
ved (a4, ..., a,), malt av en observater i (a4, ..., a,)
Differensial Laplace formelen med hastighet v er gitt ved
Gitt de farste partiell Qerivgne for'en fun‘ksjon f(xl, ., Xp) eksisterer En to—voariapel funksjon er harmonisk i Dof (xp e, %) =V - Vf(ay, o, @)
ved et punkt, da har vi at differensialen til funksjonen df er et omrade i rommet om den
tilfredsstiller Merk at v ma ikke ngdvendigvis veere en enhetsvektor
df = fi(xq, e, X, e, X )dxq + o+ f,(00, 00, X4, o, X)) d Xy, O2F O%F
—+-—==0
dx?  0dy?
Normal til z = f(x,y) ved (a, b, f(a,b)) Tangentplan til z = f(x,y) ved (a, b, f(a, b)) Man kan approksimere verdien til en to-variabelfunksjon i naerheten av et
) ) punkt (a, b) ved & bruke verdien til tangentplanetidet punktet (Linearisering)
n = f;(a,b)i+ f;(a,b)j — Kk z=f(ab) + fi(a,b)(x — a) + f,(a,b)(y — b)
Del/nabla operatoren V Differensiering gjennom et integral Gitt a(x) og b(x) begge deriverbare og

| det kartesiske koordinatsystemet R™ a(x) € [a,b] og b(x) € [a,b] Vx € (¢, d)

Gitt for alle x € (¢, d) sa holder fglgende

med koordinater (x,, ..., x,,) og standard d [P®
. ! w e Da, for alle x € (¢, d), har vi at — f(x t)dt
bas.ls {e,,...,e,} da er del operatoren 1) fb f(x,t)dt og fbf1(X, t)dt eksisterer, og ' P dx )y =
definert som ¢ “ d (P b g oo
_ = — *) 0
o ) 1fi1(x, D] < g(® dxfa fCx tyde fa o f (% Ot :f — fx,)dt + (2, b())b' ()
= — a(x)
v= Z i axl- hvort € (a, b) og fabg(t)dt =K< o —f(x’a(x))a’(x)

i=1




FUNKSJONER AV FLERE VARIABLER

Reell funksjon

En funksjon f av n reelle variabler gir ett unikt reelt
nummer f (x4, ..., x,,) for hvert punkt (x4, ...,x,) (

domenet til funksjonen Dy som er en delmengde av R".

Grenseverdi
lim f(xq,...,x,) =L, gitt at
an)

(a,...,an) er ikke isolert, (x4,...,x,) € Df, Og

Ve>0 36>0 sa. 0<.,(x;—a)?+-+(x,—a,)?<§

= |f(xq, . x,) — L <€

Nivakurver
Gitt en to variabel funksjon f(x,y), da er en nivakurve
av f gitt som likningen f(x,y) = C hvor C er en
konstant. Tegner man opp mange nivakurver kan man
visualisere funksjonen i planet i stedet for ommet.
Tenkt topografiske kart.

Lignende for nivaflater hvor man har g(x,y,z) = K

Homogen funksjon

En funksjon f(x4,..., x,,) er positivthomogen av
k-te orden viss for hvert punkt (x4, ..., x,) { Df

og for hvert reelle tall t > 0 sa er

f(txq, ..., txy) = t8f(xq, ., xp)

Kontinuitet i punkt
En funksjon f(x4,..., x,,) er kontinuerlig i punktet
(aq,...,a,) viss

lim )f(xl,...,xn) = f(ay,...,a,)

(tq,e0xp)—>(aq,...0n

Eulers teorem
Viss f(x4, ..., x,) har kontinuerlig farste partiell
deriverte og er positivt homogen av k-te
orden, da

n

Z Xifi (X1, xn) = kf (X1, %)

i=1

Viss en funksjon f(x4, ..., x,) har ulike grenseverdier for
ulike retninger inn mot (ay, ..., a,), da eksisterer ikke
grenseverdien i punktet (aq,...,a,).

Deriverbarhet

En funksjon f(x4,...,x,) er deriverbar i et punkt (a,, ..., a,) viss

f(a1 + hl,...,an + hn) _f(al,...,an) - hlfi(al,...,an) — =

hpfo(ay, .., a,) 0

VR + -+ hE




IMPLISITTEFUNKSJONER

Implisitt funksjon
En implisitt funksjon er definert av en implisitt ligning

F(xq %) =0

Eksempel: x2 + y — 1 = 0 definerer y som en implisitt funksjon av x

Implisitt ligning system (eks.)
F(x,y,z,w) =0
G(x,y,z,w) =0’
kan man forvente seks ulike implisitte funksjons
systemer som mulige l@sninger, alt etter hva man vil:

{ x =x(y,2)

w=w(y,2z)

Gitt det implisitte ligningssystemet {

{x = x(z,w) {x = x(y,w)
y=y(zw) (z=2z(y,w)

{y =y(x,w) { y =y(x,2) { z =2z(x,y)
z = z(x,w) w=w(x,z) (w=w(,y)

Konstant variabel notasjon (eks.)
F(x,y,z,w) =0
G(x,y,z,w) =0’

Gitt et implisitt ligningssystem {
@ o : : ox

sa impliserer notasjonen (a_) at x er tenkt som

Z7w

en funksjon av z og w, og at w skal veere tenkes

som konstant under partiell deriveringen. En slik

notasjon impliserer ogsa videre at den

gjenvaerende variabelen y er ogsa tenkt til & veere

en funksjon av z og w. Med andre ord:

&) ={ 5w

Jacobian determinanten

Jacobian determinanten til F(xy, ..., x,) 0g
G(x4,...,x,) men hensyn til variablene x; og x; er

0F O0F |
a(F,G) _ axl- ax] _ Fi f}‘
dxy,x) |96 0G| G G
E)xi E)x]

Definisjonen kan bli utvidet til n funksjoner og variabler pa den
adpenbare maten.

Approksimasjon av implisitte funksjoner
Viss en implisitt ligning F (x4, ..., x,,) = 0 inneholder
bare jevne funksjoner, sa vil en lgsning til en implisitt

funksjon fra den implisitte ligningen ha et Taylor-
polvhom. Se 7aviors teorem under

Viktigste fra implisitt funksjons teorem
Om Jacobian determinanten til et implisitt
ligningssystem med hensyn pa noen valgte

avhengige variabler ikke er 0 naer et punkt P, da
kan du skrive de valgte avhengige variablene
som funksjoner av de uavhengige variablene.

MERK! Alle F i de implisitte ligningene ma ha kontinuerlig
farste partiell derivert med hensyn til hver variabel naer P.

Taylors teorem

La a = (a4, ..., a,) tilhgre R™. Viss f er en funksjon av x = (x4, ..., x,) € R" som
har kontinuerlige partiell deriverte opp til en ordre av m + 1 i en dpen mengde
som inneholder linjestykket som kobler a og x, da har vi at Taylors formel for f

omXx=aer

m

Gitt S € R" er apent og alle
k-ordens partiell deriverte til
f:S - R" eksisterer og er
kontinuerlige pa hele S. Da er
f en C* funksjon.

Invers funksjons teorem
Gitt f: R* > R" er en C?
funksjon pa en dpen mengde

Fx) = Z [(x—a) : vI’f@) L x=a) V™ f@+o(x—a)

= J! (m+ 1)!

hvor 0 < 6 < 1, og V er del operatoren. En approksimasjon for f(x) om a vil
veere Taylor polynomet selv, dvs. f(x) = B, (x)

B, (x) er Taylor polynomet av m-te grad for f omx = a.
R,,(x,0) er Lagrange resten for f om x = a.

= B (¥) + Ry (%, 6) som inneholder a, og

Jacobian determinanten til f
pa a er ikke null. Da finnes
det en dpen mengde V som
inneholder a, og en dpen
mengde W som inneholder
f@)slik at f:V - W haren
kont. invers f~1: W — V som
er differensierbar foralle
bew

Implisitt funksjons teorem
Gitt et implisitt ligningssystem av n ligninger med
n + m variabler,

Fay(xy, o) Xm, Y1, 0, ) = 0

Fioy(Xq, i, X Y1y s Y0) =0

og et punkt Py = (aq, ..., a4, by, ... b)) som oppfyller
systemet.

Gitt at hver implisitt ligning F;y har en kontinuerlig
forste partiell derivert med hensyn til hver variabel

Xj 0g Yy nheer Py, og gitt at Jacobian determinanten
ikke null ved P,

3(F) - Fm)

* 0,
Yy, ) P,

da kan systemet bli lgst for y,, ...,3, som funksjoner
av Xq, ..., X;, Neer Py. Det vil st det finns funksjoner

¢y (xq, .0

slikat ¢;(ay, ...,an,) = b;. Mer har man at

) xm): ooo ) ¢n (xll ey xm)

(Fay,  Fm)
0p; _ (%) _ FICE T
i i Foy, oo, F
ax] ax] XX j—1,X jt 150X aa(:(y 1), y' (T;))
1r 2 Vi Yn




Dobbel integral

DOBBEL INTEGRAL

Viss f(x,y) er definert og begrenset p& domenet D, la f vaere
utvidelsen av f som er null overalt utenfor D

e _ (f(x,y), viss(x,y) €D
fy) = {0, viss (x,y) &€ D

Viss D er begrenset, da kan det veere innesluttet av et rektangel R

da er f integrerbar over D og vi definerer dobbelintegralet som

ff f(x,y)dA=ffR F(xy)dA

med sider parallelt med koordinataksene. Viss f er integrerbar over R,

Viss f er kontinuerlig pa et lukket og begrenset intervall D hvis
grenser bestar av endelig mange kurver av endelig lengde, da er f
integrerbar over D. Gjelder ogsa for trippelintegral

Et domene D i xy-planet er y-enkelt viss det er begrenset av to vertikale linjer x = a og

Et domene D i xy-planet er x-enkelt viss det er begrenset av to horisontale linjer y = ¢ og
y = d og to kontinuerlige grafer x = a(y) og x = b(y).

T
Merk at om domenet D erverken x- eller y-enkelt, sa kan man dele domenet oppi x- og eller y-

x- og y-enkle domener

x = b og to kontinuerlige grafer y = c(x) og y = d(x).

¥a Y-enkelt domene

d(z)

ya X-enkelt domene

b(y)
c(z) 5

= >

x I

b

3
>

enkle deldomener.

Iterasjon av dobbelintegral
Viss f(x,y) er kontinuerlig pa et begrenset y-enkelt domene D gitt

ved x € [a,b] og y € [c(x),d(x)], da har viat
b
|| remaa=[a| ey
D a c(x)

Viss f(x,y) er kontinuerlig pa et begrenset x-enkelt domene D gitt
ved y € [c,d] og x € [a(y),b(y)], da har vi at

a(x)

Y
Den vertikale

solide rgde linjen
gjennom D
indikerer iterasjon
med indre integral
i y-retning

Man pleier ofte a illustrere domenet man integrerer over. Ved iterasjon av dobbelintegral
legger man til en solid linje pa domenet for & illustrere iterasjonsretning.

Iterasjonsretning

Ya

Den horisontale
solide rgde linjen
gjennom D
indikerer iterasjon
med indre integral

= >
x

b

a

i x-retning

X =1rcosf

d b(y)
.U f(x,y)dA=f dy f(x,y)dx
D c ay)
En middelverdisetning for

| flere tilfeller er det enklere a farst konvertere dobbel integral situasjonen til polare koordinater.

y=rsing r?=x%+y? dA = dxdy = r dr do

Middelverdi

dobbel integral

Viss f(x,y) er kontinuerlig pa et lukket og
begrenset domene D i xy-planet, da
eksiterer det et punkt (x,,y,) i D slik at

ff f(x,y)dA = f(xy,y,) - {arealet til D}
D

f‘=mﬂn

Gjennomsnittlig verdi eller
middelverdi for en integrerbar
funksjon f(x,y) over et domene D er

f(x,y)dA

La x = x(u,v), y = y(u,v) veere en én-til-én transformasjon fra domenet S
t uv-planet tildomenet D i xy-planet. Gitt x, y og deres farste partiell
deriverte er kontinuerlige i S, og f(x,y) er integrerbar over D, da er

Variabelbytte formel for dobbel integral

g v) = f(x(u,v),y(u,v)) integrerbar over S og
a(x,y)
f(x,y)dxdy = g, v)
D s d(u,v)
Den inverse transformasjonen ville veert
u=u(xy) v=v(xy)

‘dudv




TRIPPELINTEGRAL og ANDRE ROMKOORDINATER

Trippel integral
Viss f(x,v,z) er definert og begrenset p& domenet D, la f veere
utvidelsen av f som er null overalt utenfor D

i _ f(xlylz)l ViSS (x,Y;Z)ED
flny.z) = {0, viss (x,y,z) € D

Viss D er begrenset, da kan det vaere innesluttet av en boks B med
sidelengder parallelt med koordinataksene. Viss f er integrerbar over
B, daer f integrerbar over D og videfinerer trippelintegralet som

ff f(x,y,z)dV=ﬂB fxy,2av

Variabelbytte formel for trippel integral
Lax =x(u,v,w),y =y(u,v,w), z=z(u v,w) vere en én-til-én transformasjon fra
domenet S i uvw-planet til domenet D i xyz-planet. Gitt x, y, z og deres farste partiell
deriverte er kontinuerlige i S, og f(x,y,z) er integrerbar over D,
daer glu,v,w) = f(x(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v,w)) integrerbar over S og

I, e = [ s 222

dudvdw

Iterasjon av trippelintegral
Man deler D oppi i plan parallelt til en av koordinat planene, sa gjar
man iterasjon av dobbelintegral over dette planet, og sa integrerer
man resultatet med hensyn pa den siste variabelen.

Eksempel med tetraedron:

Her har videlt D = T opp i plan parallelt med yz-planet. Vi far et
domene T(x) a gjare iterasjon av dobbelt integral over.

fff f(x,y,z)dV = fdxffT(x)f(x y,z)dA

d(x) b(y)
f dxf f(x,y,z)dz

“ c@  Jaw)
ZA
d(z)---

b(y)
T a(y)
B , T(x)
a:“/, ~a Y c(a:)--- 5 >y

Merk at T er domenet vi integrerer over. P4 samme mate som at et dobbeltintegral
av en positiv funksjon kan tenkes som et volum i rommet, sa kan et trippelintegral av
en positiv funksjon tenkes som et hypervolum i det 4-dimensjonale rommet.

Sylindriske koordinater
x =rcosf

y =rsinf zZ=12z Z=x2+y?

dV =dxdydz =rdr df dz

Sfeeriske koordinater
z=Rcos¢p R?=x?+7y?+ z?

X = Rsin¢ cos y = Rsin ¢ sin 6

dV = dx dy dz = R? sin¢ dR d¢ db

ZA




VEKTORFELT

Vektorfelt

En funksjon F(x,y, z) hvis definisjonsmengde og verdimengde
er delmengder av rommet R3 kalles et vektorfelt.

Et vektorfelt F assosierer en vektor F(x,y, z) med alle punkter
(x,v,z) isin definisjonsmengde.

De tre komponentene til F er reelle skalare funksjoner
F(x,y,2z) = F;(x,y,2)i+ F,(x,y,2)j + F;(x,y,2)k

Viktig! Subscriptene 1, 2 og 3 representer komponentene til
vektoren, ikke partiell deriverte!

Konservative
vektorfelt

Vektorfelt i polare koordinater
Et vektorfelt F i planet R? kan blir utrykt med polarkoordinater

F=F(r,0) =F(r,0)f + Fy(r,0)8 Viss F(x,y,2) = Vo (x,y,2z) pé
et domene D, daer F er
konservativt vektor felt i D, og
vi kaller ¢ et skalar potensial

for F pa D.

f = cos i + sin 6j 0 = —sinfi + cosbj

Merk at £ og 0 er ikke definer i origo

E. kalles radiell komponenten til F, og Fy kalles transversel komponenten

dr _ rdf
F(r,0) Fg(1,0)

Alle feltlinjer tilfredsstiller

Skalarfelt

En skalar funksjon F(r) av en vektor variabel r = xi + yj + zk =
(x,v,z) kalles et skalarfelt.

Merk at komponentene til et vektorfelt er skalarfelt.

Jevnt vektorfelt

Et vektorfelt er jevnt viss alle komponentskalarfeltene har
kontinuerlig partiell deriverte av alle ordrer.

Feltlinjer (integral kurver. baner. stromlinjer)
Feltlinjen r(t) er en feltlinje til F viss den er lgsningen til

r'(t) = F(r(t))

Alle feltlinjer vil da tilfredsstille fglgende likning
dx dy dz

FLx,y,2) F®yz Fxyz2)

Ngdvendig betingelser for konservativ vektorfelt

Viss F(x,y) = F;(x,y)i+ F,(x,y)j er et konservativt vektorfelt pa et domene D i planet, da ma
falgende betingelse tilfredsstilles pa hele D

OF, _0F,

dy  ox

Viss F(x,y,z) = F1(x,y,2)i + F,(x,y,2)j + F;(x,y, z)K er et konservativt vektorfelt pa et domene D
i rommet, da ma fglgende betingelser tilfredsstilles pa hele D

OF, 0F,  OF, _0F,

v ox’ 9z ox’

OF, 0F;
9z v

Ekvipotensial flate og kurver
Viss ¢(x,y,z) er en potensial funksjon for det konservative vektorfeltet F, da er nivaplanene
¢(x,y,2z) = C til ¢ kalt ekvipotensiale flater.

Lignende har vi at nivékurvenefor en potensial funksjon for vektorfelt i planet er kalt ekvipotensiale kurver.
Ekvipotensiale kurver krysser normalt pa feltlinjene.

Eksempel pa
plant
vektorfelt
hvor de solide

linjene
illustrerer

—_ e — B
e T,

feltlinjer

— e | o — —
—_—— e | — —2
—_—— e |

=

Kilder, synker, dipoler

En kilde i et vektorfelt er et punkt eller omrade hvor vektorene peker utover.
En sink i et vektorfelt er et punkt elle omrade hvor vektorene peker innover.

En dipol bestar av en kilde og en sink hvor vektorene peker fra kilden til sinken.




LINJEINTEGRAL

Linjeintegral for skalarfelt
For et skalarfelt F med definisjonsmengde D, sa er linjeintegralet
langs en jevn kurve C € D

L F(r(t))ds = fabF(r(t)) |%‘ dt

hvor t € [a,b], og r(a) og r(b) er endepunktene til C

Enkel lukket kurve Koblet domene
En lukket kurve er enkel lukket viss den ikke Et domene D er koblet viss hvert par av
krysser seg selv utenom i endepunktene. punkter P og Q i D kan bli koblet sammen av
F.eks. en sirkel. en stykkevis jevn kurve i D.

Linjeintegral for vektorfelt
For et vektorfelt F med definisjonsmengde D, sa er linjeintegralet
langs en jevn kurve C € D

b
f F(r(t)).dr=f F(r(t)) - r'(t)dt
@ a

hvor t € [a,b], og r(a) og r(b) er endepunktene til C

Enkelt koblet domene

Et enkelt koblet domene D er et koblet domene der alle enkle lukkede kurver kan kontinuerlig
krympes til et punkt i D uten at noen del av kurven kommer utfor D.

Viss F = V¢, og C gar fra P, til P, da

Py
f Fodr=| dp=aP)-pP)
¢ Po

Sti uavhengighet
La D veere et apent koblet domene og la F vaere et jevnt vektorfelt definert pa D. Da er de
folgende utsagnene ekvivalente

a) F er konservativt pa D

b) ¢. F-dr = 0 for hver stykkevis jevn kurve C i D.

c) Gitt hvilke som helst to punkt P, og P, i D, da har [, F -dr samme verdi for alle stykkevis
jevne kurver i D som starter i P, og slutter i P;.




FLATEINTEGRAL

Parametrisk flate

En parametrisk flate § i rommet er en kontinuerlig funksjon r definert pa et koblet,

lukket og begrenset domene D i uv-planet med verdier i rommet lik
r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j + z(u, v)K, (w,v)iD

Verdimengden av r(u, v) blir tenkt pa som den parametriske flaten.

Orienterte flater
En jevn flate § i rommet er orienterbar om det eksisterer et enhets
vektorfelt N(P) definert p& § som varierer kontinuerlig mens P varierer over
§ og som er ortogonal pa § over alt. For en flate definert ved G(x,y,2z) =0
o V6, y,2)
- TIVG(, . 2)

Jevn flate

En flate er en jevn flate viss det for hvert punkt pa flaten (utenom pa grensen av
flaten) eksisterer et veldefinert tangentplan. Det vil si at lokalt sa virker flaten plan.

Flateintegral for skalarfelt
For et skalarfelt F definert pa en jevn flate § irommet, hvor § er parametrisert av
funksjonen r(u, v) definert pa D i uv-planet, sa er flateintegralet gitt ved

.U FdS = ﬂ F(r(u,v)) |£x£ du dv

hvor

or _or (2. xz). (xY)

— X i+ +
du’ v awy)  awv) " 8w

Flateelement dS uten parameteriserng

Viss en flate har én-til-én projeksjon pa et omrade i xy-planet da er
flatelementet

|dxdy= [n| dxd

hvor y er vinkelen mellom normalvektoren n pa dS og positiv z-akse k.

s = |
cosy

Merk at om et var snakk om én-til-én projeksjon pa xz- eller yz-planet sa
byttes k henholdsvis med j og i, i tillegg til differensialene dxdy.

Flateintegral for vektorfelt (fluks integral)
For et vektorfelt F definert pa en jevn flate § i rommet, hvor § er parametrisert av
funksjonen r(u, v) definert pa D i uv-planet, sa er flateintegralet gittved

ﬂ -dS = +ﬂ F-nds = +ﬂ F(r(u,v))- <6r r)dudv

Merk at normalen tildS ern = Z—; X Z—Z, 0g dS = NdS = +ndS

Gitt en flate § med likning G (x,y,z) = 0. Viss G har kontinuerlige farste
partiell deriverte hvor alle ikke forsvinner pa et punkt (x,y,z) pa §, og § har
én-til-én projeksjon pa et omrade i xy-planet da har vi at
VG(x,y,2)

ds =
G3(xryrz)

dxdy

Merk at her sa betyr subscript 3 i G5 partiell derivert med hensyn pa z.

Merk ogsa at om det var snakk om én-til-én projeksjon pa xz- eller yz-
planet sa byttes G; henholdsvis med G, og G, i tillegg til differensialene.

For vektorfelt ma man huske at d§ = Nds, og atN = + 22

|va|
VG (x,y,2) dx

ds =Nds =+
G3(x,y,2)




VEKTOR KALKULUS

Gradient, divergens og curl i rommet

0 0
grad ¢ = Vo ——¢1+—¢]+—¢k
dy 0z
dF, O0F, OF.
divF=V-F=— 4242
dx dy 0z
a ad 0
curlF=VXF=|— — —
dx Jdy 0z
Fy F, F

Gradienten forteller oss hvor fort og i hvilken retning et skalarfelt
endrer seg raskest i et gitt punkt.

Divergensen forteller oss hvor fort et vektorfelt divergerer bort fra
et punkt, altsa hvor sterkt vektorene peker bort fra punktet.

Curl forteller oss hvor mye et vektorfelt krummer/virvler/kraller
seg rundt et punkt.

Dirac-fordeling

For alle jevne funksjoner f(x) definert pa et domene som inneholder (a,b), sa har vi at Dirac-
fordelingen &(x) er definert ved

f(0) viss 0 € (a, b)
0 ellers

f ba(x) foydx = {

Dirac-fordelingen §(x) kan last tenkes som en funksjon pa (a, b) som er nullover alt utenom i origo,
men hvor intearalet av §(x) over (a. b) er lik 1.

2 ¢> _¢> 2%¢ V2¢p = 0 pé et
Laplacian for skalarfelt: V¢ = V- V¢ = + = S e D (5s &
Laplacian for vektorfelt: V2F = (V2F,)i + (VZFZ)] + (V2Fy)k er harmonisk p3 D

Vektor differensial identiteter

La ¢ og Y veere skalarfelt og la F og G veere vektorfelt. Alle er gitt til & veere jevne nok slik at
alle partiell deriverte er kontinuerlige. Da holder de falgende identitetene

a) V(¢y) = ¢V + YV

Divergens som flukstetthet

Viss N er utover enhets normalen pa en sfaere S, med radius € og
sentrum i punktet P, og viss F er ett jevnt vektorfelt i rommet, da

3
-F(P) = 1li # F-NdS§
(P) = e—1>%1+4n6 Se €

b) V-(¢F) = (V) -F+ ¢(V-F)
c) VX (¢F) =(Vep)XF+¢(VxF)
d) V-(FXG)=(VXF)-G—F-(VxG)

e)VX(FXG)=(V-QF+ (G- V)F-(V-F)G— (F-V)G

f) VF-G=Fx(VXG) +Gx(VXF) + (F-V)G+ (G- V)F

Curl som sirkulasjonstetthet
Viss F er et jevnt vektorfelt og C, er en sirkel med radius € med
sentrum i punktet P og som omringer en disk S, med
enhetsnormal N, da

lim if F-dr=N-(VXF(P))
Ce

g V- (VXF)=0 (div curl = 0)
h) Vx(Vgp)=0 (curl grad = 0)

i) VX (VX F) =V(V-F) — V?F (curl curl = grad div — Laplacian)

Et vektorfelt F er solenoidalt i et domene D vissdivF =V-F=01iD.
Et vektorfelt F er rotasjonsfritt i et domene D visscurl F=V xF =0 D.

Den lokale vinkel hastigheten Q ved et punkt P i en vaeske (gass
eller flytende materie) med hastighets felt v(P) er gitt ved

Q(P) = %v X v(P)

F jevn og irrotasjonalt pa et enkelt koblet domene D = F = V¢. Altsa F er konservativt pa D.

F jevn og solenoidalt pa et domene D med egenskapen at hver lukket flate i D begrenser et
domene i D = F = V X G for et vektorfelt G definert pa D. G kalles vektor potensiale til F.




GREENS TEOREM, GAUSS’ TEOREM og STOKES TEOREM

Vanlig omrade
Et vanlig omrade er en kompakt (lukket og begrenset) mengde S i R".

Et vanlig omrdde i planet kan bli delt opp i ikke-kryssende delmengder som er x- og y-enkle.

Greens teorem

La R veere et vanlig omrade i xy-planet hvis grense, C, bestar av én eller flere
stykkevis jevne enkle lukkede kurver som er positivt orientert med henhold til
R (dvs. enhets normalen til C peker normalt bort fra R).

Viss F = F, (x,y)i + F,(x, y)j er et jevnt vektorfelt pa R, da er

oF, OF,

£ [F (x y)dx + Fp(x,y)dy] = ﬂR <E _W) dA

Divergens teoremet i rommet (Gauss’ teorem)

La D veere et vanlig, tredimensjonalt omrade, hvis grense § er en orientert flate
med enhets normalfelt N pekende ut av D. Viss F er et jevnt vektorfelt definert
pa D, daer

ﬂ dideV=ﬂf vwv:# F-Nds
D D S

Viss C er en positivt orientert jevn enkel lukket kurve som lukker et omrade R i
planet, da har vi at

1
§ xdyz—jg ydx=—5£ (xdy—ydx)sz 1 dA = {arealet til R}
¢ ¢ 2Je R

Varianter av divergens teoremet

Viss D tilfredsstiller betingelsene i divergens teoremet og har en flate §, og viss
F er et jevnt vektorfelt og ¢ er et jevnt skalarfelt, da er

fﬂ.p curleV=ﬂ-fD Z;(FdV:—?%S FxNds
[I[ sradoar= [ voar=ff onas

Divergens teoremet i planet

La R veere et vanlig omrade i xy-planet hvis grense, C, bestar av én eller flere
stykkevis jevne enkle lukkede kurver. La N veere enhets normalfeltet (utover fra
R) pd C. VissF = F,(x, y)i + F,(x,y)j er et jevnt vektorfelt pa R, da er

ﬂ dideAzﬂ V~FdA=3g F-Nds
R R (4

Stokes teorem

La § veere en stykkevisjevn orientert flate i rommet, med enhets normal felt N
og grense C bestdende av en eller flere stykkevis jevne lukkede kurver med
orientering arvet fra 8. Viss F er et jevnt vektorfelt definert pa en apen mengde
som inneholde §, da er

f)gF-dr=ff curlF-NdS:ﬂ (VXF)-Nds
(64 S )

Valg av vektorfelt for a finne volum ved Gauss’' teorem
For a finne volum til et tredimensjonalt omrade D med Gauss’ teorem ma man
velge vektorfelt selv. De mest typiske feltene er
F=xi+0j+0k F=0i+yj+0k

F = 0i + 0j + zk F=§(xi+yj+zk)
Dette fordi de er lette & jobbe med og har konstant gradient. Merk at med disse
vektorfeltene far man V- F = 1, og for en orientert flate § som lukker D har vi

ﬁ F-ﬁdszﬂf V-FdV=fff 1dV = {volum til D}
D D

Av og til kan det veere gunstig, og ogsa ngdvendig, & dele opp flaten § i mindre delflater. Ta f.eks.

Z A situasjonen der D er en sylinder med sfzerisk topp:
# F-ﬁch‘:ff F-N1d51+ﬁ F-N2d52+ff F-N,dS,
S S1 S2 S3
I = f f dV = {volum til D}
D
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